
Analiza zespolona

Lista 8

Zad 1. Wyznaczy¢ homotopi¦ w C dla nast¦puj¡cych krzywych:

a) C(0, R) i C(0, r), b) C(1, 2) i C(0, 1), c) póªokr¦gu i jego ±rednicy.

Zad 2. Wyznaczy¢ homotopi¦ w C \ {0} dla nast¦puj¡cych krzywych:

a) C(2, 1) i C(−2, 1),

b) C(2, 1) i C(−3, 2).

Zad 3. Zbiór G ⊂ C nazywamy gwia¹dzistym, je±li istnieje taki punkt a ∈ G, »e dla
ka»dego z ∈ G odcinek ª¡cz¡cy a i z le»y w G. Pokaza¢, »e ka»da krzywa zamkni¦ta
le»¡ca w zbiorze gwia¹dzistym G jest homotopijna w G z pewnym punktem.

Zad 4. Wyznaczy¢ rozwini¦cie Taylora funkcji 1
z
wokóª punktów 1, i,−1 oraz znale¹¢ ich

promienie zbie»no±ci.

Zad 5. Rozwin¡¢ w szereg Laurenta funkcj¦ f(z) w s¡siedztwie punktu z0 i wyznaczy¢
pier±cie« zbie»no±ci:

a) f(z) = ez

z−πi , z0 = πi,

b) f(z) = z−2
z(z2+1)

, z0 = −i,

c) f(z) = 1
z2(z2+1)

, z0 = 0.

Zad 6. Rozwin¡¢ funkcj¦ f(z) = 1
1−z2 w szereg Laurenta w pier±cieniu:

a) P (−1; 0, 2), b) P (1; 0, 2), c) P (2; 1, 3),

d) P (0; 1,∞), e) P (0; 0, 1).

Zad 7. Rozwin¡¢ funkcj¦ f(z) w szereg Laurenta w pier±cieniu P (z0; r, R):

a) f(z) = z2−2z
(z−1)(z+1)

, P (1; 0, 2), b) f(z) = 1
z(z+4)

, P (0; 4,∞),

c) f(z) = z
(z+1)(z2+1)

, P (i;
√
2, 2), d) f(z) = 1

z(z2+1)
, P (0; 0, 1),

e) f(z) = 1
z2(z2+4)

, P (0; 2,∞), f) f(z) = 1
z(z−1)(z−2)

, P (0; 1, 2).

Zad 8. W ilu pier±cieniach o ±rodku w punktach osobliwych (i optymalnych promieniach)
mo»na rozwin¡¢ funkcj¦ f(z) = 1

(2−z)(3−z)2 w szereg Laurenta?

Zad 9. Rozwin¡¢ funkcj¦ f(z) = 1
(1−z)n , gdzie n ∈ N, w szereg Laurenta w obszarze

|z| < 1 oraz |z| > 1.

Zad 10. Znale¹¢ zera funkcji f(z) oraz zbada¢ ich krotno±¢:

a) f(z) = (z3 + 1)2z4, b) f(z) = z(eiz − 1), c) f(z) = z sinh z.

Zad 11. Dowie±¢, »e gdy funkcja f jest holomor�czna w zerze oraz f(0) = 0, to punkt
z = 0 jest dla funkcji z−1f(z) pozornie osobliwy.

Zad 12. Wykaza¢, »e punkt z = 0 jest punktem istotnie osobliwym dla funkcji exp(1
z
)

oraz sin(1
z
).


